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I. Radio de convergencia de una serie de potencias

En lo que sigue fijamos una serie de potencias f(z) = Y ,>0ay2z". Definimos el
radio de convergencia de f como el supremo del conjunto {¢ =0 : |a,|t" es acotada},
y lo notamos R¢. Veamos que este niimero es la eleccién apropiada de un “radio de

convergencia”. Comenzamos con un lema preliminar.

Lema 1. (Abel) Si existe una constante positiva s tal que la sucesion (la,|s") se
mantiene acotada, la serie [ converge absolutamente en cualquier disco centrado en

el origen y de radio menor a s.

Demostracién. Dado 0 <r <s, sea ¢ = rs '. Entonces 0 < ¢ <1,y si M es una

constante tal que |ay|s¥ < M para todo v =0, deducimos que
lay|r” =layls"q" < Mq"

para todo numero natural v. Como la serie geométrica de parametro g converge, lo

mismo es cierto para la serie con término general |a,|r", como queriamos. <

Del lema anterior, deducimos que si f converge para algun z(y no nulo, converge
en todo punto de la bola B(0,|z¢|). Ademas, ahora es claro el siguiente resultado,

que afirma que B(0,Ry) es el disco abierto mas grande donde f converge.



Teorema 1. La serie f converge absolutamente en B(0,Ry) y diverge en todo punto

fuera de E(O,R ). Ademds, R f‘l es igual al limite superior de la sucesion (Jay | ¥").1

La dltima afirmacién del teorema anterior se debe a Cauchy y Hadamard. El

cdlculo de R se facilita con el siguiente criterio del cociente de D’Alambert.

Proposicion 1. Supongamos que la sucesion (a,)y=o es eventualmente no nula. Si

ay

existe lim

entonces es igual a Ry. Mds precisamente, vale que
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Para poner en uso el resultado anterior en un ejemplo, fijemos un nimero com-

plejo o, y pongamos para todo natural v,

ol olc-1---(c-v+1)
v viv—=1)---1 ’

que llamamos un coeficiente binomial. Definimos la serie binomial de pardmetro o

por

bo2)=Y |7 |2,
v=0\Y

Notemos que si o es natural, entonces b, es un polinomio, a saber, (1+2z)?, y si ¢ no

es natural, es una serie infinita.
Proposicion 2. Si o no es natural la serie b, tiene radio de convergencia 1.

Demostracién. Como o no es natural la sucesion de coeficientes es nunca nula. Cal-

culamos los cocientes sucesivos de b,:

de dénde deducimos que Vh’m lay/ay, 1] = 1. Por el criterio de D’Alambert, el radio de
—00

convergencia de b, es 1, como se dijo. <

IPor convencién, 0! =coy ool = 0.



II. Derivacion e integracion de una serie de potencias

Escribamos f’ a la serie de potencias que se obtiene de derivar formalmente
cada término de la serie f, y F' a la serie de potencias que se obtiene de integrar

formalmente cada término de la serie f, asi

=) va,z", F:Zaz—

v 1
v=0 v=0 v+

Proposicion 3. El radio de convergencia de f' y el de F son iguales, y coinciden con
eldef.

v
Demostracion. Como Vh’m = 1, deducimos por la desigualdad de D’Alambert
ooy

que vlim vV = 1. Asi que la igualdad R r = Ry se sigue inmediatamente de la for-
—00

mula de Cauchy-Hadamard, mientras que Ry = Rf porque F' = f. <

Ejercicio 1. Sea ¢ > 0. Probar que (la,|t") es acotada si (v]a,|t*"!) es acotada, y
quesi0<s<tysi(ay|t')es acotada, entonces (Vlay|s¥"1) es acotada, para dar una

nueva demostracion de la dltima proposicion.

Como ejemplo, veamos que, al menos formalmente, b, = 0b,_1. De la definicién

v|o o-1
del coeficiente binomial, obtenemos que —( ) = ( 1), y entonces
ol\v V-

v=1 v=1

-1
b=> v(z)zv_l =) 0(3_ 1)zv_1 =0bgy-1.

Veamos ahora que f define una funcién holomorfa en su disco de convergencia

B=B(O,Ry).

Proposicion 4. La funcién [ : B — C es holomorfa y su derivada es la funcion
que define f' en B, es decir, la serie de potencias que se obtiene derivando término a

término a la serie f.

Demostracién. Fijemos un nimero complejo w € B, y tomemos z en B, asi existe
s <Ry tal que |wl,|z| < s. Recordemos que para cualquier natural v vale que
v v

2w v—-1

=2V 142 2w+ 2w 2w
z—w



y escribamos a este polinomio q,(z), asi en particular go(z) =0y g1(z) = 1. Entonces

resulta que

f@)=fw) +E-w) ) ayq.(2).

v=1
Ademas, como ¢,(w) = vw" !, al menos es cierto que f'(w) = f1(w) donde fi(z) =
Y ,>1avq(2). Para ver que f es derivable en w y su derivada es f'(w), es suficiente
que verifiquemos que f1(z) es continua en B. Pero si |z|,|w| < s, podemos dar la cota

lgv(2)| < vs¥L, y luego

-1
Y lavligu@)l < Y laylvs'™ < oo,

v=1 vzl
pues ya verificamos que f y f' tienen el mismo radio de convergencia. Por el criterio
de Weiertrass, deducimos que f1(z) es limite uniforme de funciones continuas, asi

que es ella misma continua. Esto completa la demostracion. <

De lo anterior se desprende que f es infinitamente derivable en su disco de
convergencia, pues su derivada es también una serie de potencias, definida en el
mismo disco que f, y que para cada natural v,

_ 0

av .
v!

Asi, por ejemplo, sabemos ahora que las series

2v+1

W)=Y (1= T

v
b
v=0 v

uz) =) (-1)¥

v=0

ba(z)

definen todas funciones holomorfas en el disco unidad. Queda como ejercicio veri-
ficar que la ecuacion b,(z) = exp(0¥¢(z)) es valida en el disco unidad. Sugerencia:
pruebe que la derivada de alguna funcion apropiada es nula.

Ejercicio 2. Sea g= Y b,z" otra serie de potencias centrada en el origen. Usando

v=0
la definicién del radio de convergencia, probar que las series formales,

f+g:Z(av+bv)zV f-g:chzv

v=0 v=0



donde ¢, =agby+a1by_1+:--+ay,-1b1+a,bg, tienen radios de convergencia positivos,

y relacionarlos con Ry y R .

III. Modos de convergencia

En lo que sigue, fijamos una region 2 en C, y escribimos €(Q2) y ©(L2) a los con-
juntos de funciones continuas y holomorfas en Q, respectivamente. Dada f € €(Q2)
y un subconjunto A de 2, escribimos |f|4 al supremo de f en A. Recordemos que el
limite uniforme de funciones continuas es continua, y que el criterio de Weierstrass
afirma que si (f,) es una sucesion en €(Q) y si ) |fv]|a < oo para algin subconjunto
A de Q, entonces la serie f =) f, converge uniformemente en A y define alli una
funcién continua, visto que las sumas parciales de f tienden a ella uniformemente,
y son funciones continuas en A. Con estas ideas, definimos dos modos de convergen-
cia en €(Q2) que resultan ser buenos para nuestros fines, en un sentido que haremos

preciso mas adelante.

Definicion 1. Una sucesion (f,) en € (Q2) converge de forma localmente uniforme
en Q a f:Q— C sitodo punto z € 2 admite un entorno abierto U tal que [, |y

converge uniformemente a f |7.

Como el limite uniforme de funciones continuas es continua, y la continuidad
es una propiedad local, si (f;) es una sucesién en 6({2) que converge de forma lo-
calmente uniforme a f, resulta que f también pertenece a €({2). Puede probarse
que esta nocion de convergencia proviene de una métrica en 6(Q2), y que con esta
métrica €(Q2) resulta un espacio métrico completo.

Veremos mas adelante que el limite localmente uniforme de funciones en G(2)
esta en O(Q2) —en este sentido, esta nociéon de convergencia es buena: el subespacio
de funciones holomorfas es cerrado respecto a ella, y entonces también completo.

Por el momento, consideremos un ejemplo.

Ejercicio 3. Supongamos que en la definicion de convergencia localmente uniforme
reemplazamos la condicion de que U sea abierto por la condicién de que sea com-
pacto. Probar que esta nueva nocion de convergencia, que llamamos convergencia

compacta, coincide con la de convergencia localmente uniforme.



Proposicion 5. Sea Qg =C~{0,-1,-2,...} y consideremos la sucesién de funciones
v

fveO(Qp) tal que g, (z) = +) . Entonces la serie de funciones g =) .~ fv converge
z+v

de forma localmente uniforme en Q.

Demostraciéon. Comencemos observando que todo compacto de C esta contenido en
un semiplano vertical abierto de la forma A = {z € Q¢ : Rz > a}, y por el Ejercicio 3,
alcanza con probar que la convergencia es uniforme en cualquiera de ellos. Cada una
de estas franjas contiene a lo sumo finitos enteros negativos, asi descartando finitos
términos de nuestra serie, que no afecta la convergencia de la misma, podemos
asumir que a > 0.

Escribamos G, a la v-ésima suma parcial de g, y observemos que, como

1 1 1
2+2v z+2v+1 (z+2W)(z+2v+ 1)’

podemos escribir

v—-1 1 1

Gay_1= | o
o ;;()(Z+2u)(2+2u+1) 2v=Gav-1+ ——=~

Tomemos ahora un z en A, asi Rz > a > 0. Entonces para cualquier natural v,
tenemos que |z + V|2 = (x + v)? + y% > (a + v)2. Para concluir, notamos que la serie
Y v=0 m es convergente, y cuando consideremos una diferencia |G, —Gy|s para
v > u > 0, podremos acotarla por una cola de ésta ultima serie y posiblemente un

término de la forma (a +v) ™!, que prueba la convergencia uniforme. <

De lo anterior se desprende que la serie de funciones

—1)
B = Z (-1)
=7 ztv
converge de forma local uniforme en QQ; = C~ Z y, de hecho, que converge uniforme-
mente en cualquier franja horizontal de la forma A ={z € Q;:a <Rz < b}.
En la demostracion anterior no podemos usar el teorema de Weiertrass, pues la

serie de normas
1

se7 lz+ v




no es sumable nunca. Nuestra segunda nocién de convergencia asume que podemos

hacer esto, y es mejor que la nocién de convergencia local uniforme.

Definicion 2. Sea (f,) una sucesion de funciones en 6({2). Decimos que la serie
f =Y fy converge normalmente en ( si todo punto z de 2 admite un entorno abierto

U tal que Y |fv]y < oo.

Esta claro que si una serie converge normalmente en (2, converge de forma lo-
calmente uniforme, asi el limite de una serie que converge normalmente en  es
continuo, y como dijimos antes, si cada término de la suma es una funcién holo-
morfa, también lo es la suma. Nuestro ultimo ejemplo muestra que la convergencia
normal es mas fuerte que la convergencia local uniforme. Como antes, la convergen-
cia normal puede verificarse en entornos compactos en lugar de abiertos. Ademas,
tenemos la siguiente proposicién, que muestra que la convergencia normal es “esta-

blerespecto a ciertas operaciones usuales que hacemos sobre series:

Proposicion 6. Sean (f,) y (g,) series de funciones en Q) cuyas series de sumas

parciales convergen normalmente en alli. Entonces
(1) La serie de sumas parciales de (f, + g,) converge normalmente en Q).

(2) Si (hy) es una serie de funciones donde cada producto f,g; aparece una sola
vez, entonces la serie de sus sumas parciales de converge normalmente en Q) al

producto de las serie de (f,) con la de (g).

(3) Si(fy(v)) es un reordenamiento de (f,), entonces converge normalmente en Q) al

mismo limite que ésta.

Ejercicio 4. Probar que las siguientes series convergen normalmente en ;.

1 1 1 1
NP e @2+ 2 (57

veZ v£0 z2+v v

Sugerencia: Intente imitar la demostracién de la Proposiciéon 5.



